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We know that there is a one to one correspondence between Kac–Moody algebras
and generalized Cartan matrices. In Kac (“Infinite-Dimensional Lie algebras,” 3rd
ed., Cambridge Univ. Press, Cambridge, UK, 1990), one can find a way to recon-
struct such an algebra as a Lie algebra presented by generators and relations. The
aim of the present work is to give another way to reconstruct those algebras when
the Cartan matrix is symmetrisable. Our method will use a semi-classical version of
techniques of quantum groups. © 1999 Academic Press
0. INTRODUCTION
Conside´rons une matrice de Cartan A = aij1≤i; j≤n. On a la proposition
suivante:
Proposition 0.1 (cf. [Kac]). Si A = aij1≤i; j≤n est une matrice de Car-
tan inde´composable, il existe une re´alisation de A c’est-a`-dire un triplet
¨;5;5∨ ou` ¨ est un espace vectoriel de dimension 2n − rgA, 5 et 5∨
sont des ensembles d’´el´ements α1; : : :; αn, et α∨1 ; : : :; α∨n line´airement
inde´pendants de ¨∗ et de ¨ respectivement, tels que
αjα∨i  = aij:
Rappelons maintenant la construction d’une alge`bre de Kac–Moody a`
partir d’une matrice de Cartan ge´ne´ralise´e. Soit A = aij1≤i; j≤n une ma-
trice de Cartan ge´ne´ralise´e et ¨;5 = α1; : : :; αn; 5∨ = α∨1 ; : : :; α∨n
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une re´alisation associe´e. Soit ˜˙ A l’alge`bre de Lie de´finie par les
ge´ne´rateurs ei; fi, avec 1 ≤ i; j ≤ n et ¨ et les relations
ei; fj = δijα∨i ; h; h′ = 0;
h; ei = αihei; h; fi = −αihfi
(pour 1 ≤ i; j ≤ n et h; h′ dans ¨). L’application naturelle ¨ → ˜˙A est
injective. Parmi les ide´aux de ˜˙ A qui rencontrent trivialement ¨ il en
existe un maximal. Notons le Ò.
De´finition 0.2. Avec les notations pre´ce´dentes, on appelle alge`bre de
Kac–Moody associe´e a` la matrice de Cartan ge´ne´ralise´e A, l’alge`bre de
Lie:
˙A = ˜˙A/Ò:
Dans le cas particulier ou` la matrice A est syme´trisable, nous avons une
description plus pre´cise de l’ide´al Ò:
Proposition 0.3 (cf. [GKa]). Si la matrice de Cartan A est syme´trisable,
l’ide´al Ò intervenant dans la construction de l’alge`bre de Kac–Moody associ´ee
a` A est engendre´ par les e´l´ements
ad ei1−aij ej et ad fi1−aij fj ( pour 1 ≤ i 6= j ≤ n).
Ces relations sont appel´ees relations de Serre.
Remarque 0.4. Dans le cas particulier ou` la matrice de Cartan A est
de type fini (ce qui implique qu’elle est syme´trisable) et inde´composable,
l’alge`bre de Kac–Moody associe´e a` A est une alge`bre de Lie simple
(cf. [Bou3]).
Dans ce travail, nous proposons une nouvelle construction de l’alge`bre
de Kac–Moody ˙A associe´e a` une matrice de Cartan syme´trisable A en
utilisant des versions semi-classiques de techniques des groupes quantiques
(cf. [BD1, BD2, BD3, Dr1, Dr2]). Nous commencerons par faire quelques
rappels sur les notions de bige`bre de Lie et de double de Manin. Apre`s
avoir fait l’e´tude sur l’exemple simple de ÓÌ2k, nous conside´rerons le cas
ge´ne´ral: a` partir des coefficients de la matrice de Cartan, on peut constru-
ire deux alge`bres de Lie, qui seront l’analogue des sous-alge`bres de Borel
correspondant aux poids positifs et ne´gatifs. En mettant convenablement
ces deux alge`bres en dualite´, on obtient une bige`bre de Lie. Cette bige`bre
contient deux copies de l’alge`bre de Lie ¨ (analogue de la sous-alge`bre de
Cartan) qui est l’intersection des deux sous-alge`bres de Borel. On obtient
alors l’alge`bre de Kac–Moody ˙A. Cette me´thode permet, entre autre,
de s’affranchir partiellement des relations de Serre, qui sont difficiles a`
manipuler dans les autres constructions.
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1. BIGE`BRES EN DUALITE´, DOUBLES DE MANIN
Dans cette partie, nous allons rappeler les de´finitions des structures in-
troduites par Drinfeld [Dr]. Notons, tout d’abord, que l’on peut donner une
de´finition d’une alge`bre de Lie a` l’aide de la de´rivation de Lie.
Proposition 1.1. Une alge`bre de Lie ˙ est un espace vectoriel ˙, muni
d’une application line´aire de degre´ −1, δLiex ∧˙ → ∧˙ ve´rifiant pour tous
X;X1; : : :;Xn dans ˙:
• δLieX = 0,
• δLieX1 ∧ · · · ∧Xn =
P
i<j −1i+j+1δLieXi ∧Xj ∧X1 ∧ · · · ∧ Xˆi ∧
· · · ∧ Xˆj ∧ · · · ∧Xn;
• δLie ◦ δLie = 0:
Le crochet de Lie est alors de´fini par X;Y  = δLieX ∧ Y .
De manie`re duale, on peut de´finir une coge`bre de Lie:
De´finition 1.2. Une coge`bre de Lie est un espace vectoriel ˙, muni
d’une application line´aire de degre´ 1, appele´e cocrochet, δ?Lie: ∧˙ → ∧˙
ve´rifiant:
• δ?Lie ◦ δ?Lie = 0,
• δ?Lie est une de´rivation, c’est-a`-dire qu’elle ve´rifie, pour tous u; v
dans ∧˙, avec u homoge`ne: δ?Lieu ∧ v = δ?Lieu ∧ v + −1deg uu ∧ δ?Liev:
Le dual line´aire d’une coge`bre de Lie est une alge`bre de Lie. La
re´ciproque n’est vraie qu’en dimension finie. Donnons enfin la de´finition
d’une bige`bre de Lie:
De´finition 1.3. Une bige`bre de Lie est un espace vectoriel ˙ muni a`
la fois d’une structure d’alge`bre de Lie (de crochet note´ δLie) et d’une
structure de coge`bre de Lie (de cocrochet note´ δ?Lie), ces deux structures
e´tant compatibles, c’est-a`-dire que pour tous X;Y dans ˙:
δ?Lie ◦ δLieX ∧ Y 
= −δLie ◦ δ?LieX ∧ Y  + δLie ◦ δ?LieX ∧ Y
+X ∧ δLie ◦ δ?LieY :
Cette dernie`re relation est e´quivalente a` δ?LieX;Y  = X;δ?LieY  +
δ?LieX;Y , pour tous X;Y dans ˙, ou` X; · est l’action adjointe de X
sur ∧˙.
Dans la suite de ce travail, nous noterons plus simplement δ = δLie
et δ? = δ?Lie. Si ˙; δ1; δ?1 est une bige`bre de Lie de dimension finie, le
dual line´aire ˙? peut aussi eˆtre muni d’une structure de bige`bre de Lie
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en prenant les applications transpose´es de δ1 et δ
?
1 que nous noterons re-
spectivement δ?2 et δ2. Nous de´signerons les e´le´ments de ˙ par des lettres
latines et ceux de ˙? par des lettres grecques. On peut munir l’espace vecto-
riel ` = ˙⊕ ˙?, d’une structure d’alge`bre de Lie qui prolonge celles donne´es
sur ˙ et ˙? ainsi que d’une forme biline´aire syme´trique, non de´ge´ne´re´e et
ad-invariante ·; · qui prolonge la dualite´ entre ˙ et ˙?. En d’autres ter-
mes, on construit un double de Manin. Nous voulons maintenant e´tendre
cette construction au cas plus ge´ne´ral de deux bige`bres de Lie accouple´es.
De´finition 1.4. Un accouplement entre deux bige`bres de Lie ˙1; δ1; δ?1
et ˙2; δ2; δ?2 est une forme biline´aire ·; · sur ˙1 ⊕ ˙2 × ˙1 ⊕ ˙2 nulle
sur les produits ˙i × ˙i et compatible avec les produits et coproduits donne´s,
c’est-a`-dire, pour tous X1; Y1 dans ˙1 et X2; Y2 dans ˙2,
δ1X1 ∧ Y1;X2 = X1 ∧ Y1; δ?2X2;
X1; δ2X2 ∧ Y2 = δ?1X1;X2 ∧ Y2:
Cette nouvelle structure est une ge´ne´ralisation de la situation des paires
de Manin mais ici on n’impose pas que la forme biline´aire soit non
de´ge´ne´re´e. On peut cependant retrouver un analogue du the´ore`me de
Drinfeld:
The´ore`me 1.5. Si les bige`bres de Lie ˙1; δ1; δ?1 et ˙2; δ2; δ?2 sont ac-
coupl´ees au moyen de la forme ·; ·, on peut munir ˙1 ⊕ ˙2 d’une structure
d’alge`bre de Lie telle que ·; · soit ad-invariante.
De´monstration. Explicitons les expressions obtenues quand la forme
biline´aire e´tait non de´ge´ne´re´e. Pour tous X1 dans ˙1 et X2 dans ˙2, notons
δ?1X1 =
P
i X
1
1; i ∧X21; i et δ?2X2 =
P
i X
1
2; i ∧X22; i, on a alors
X1;X2 =
X
i
X2;X11; iX21; i − X2;X21; iX11; i
−PiX12; i;X1X22; i − X22; i;X1X12; i:
On ve´rifie ensuite que ce crochet est compatible avec la forme biline´aire
(la forme ·; · est ad-invariante) et que c’est un crochet de Lie.
2. RE´SULTATS INTERME´DIAIRES
Dans cette partie nous allons de´montrer quelques re´sultats clefs qui nous
seront utiles pour les constructions des parties suivantes. On se reportera a`
[Bou1, Chap. II, Sect. 2] pour la de´finition des alge`bres de Lie libres. Si X
est un ensemble, l’alge`bre de Lie libre LX, engendre´e par X peut eˆtre
munie d’une graduation totale telle que deg x = 1,
LX =M
n≥1
LnX et LnX; LmX ⊂ Ln+mX;
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ou` LnX de´signe l’espace des e´le´ments de LX de degre´ n. Nous allons
de´montrer les re´sultats suivants:
Lemme 2.1. Soit ˙; ·; · une alge`bre de Lie, munie d’une de´rivation
δ?x ∧.˙ → ∧.+ 1˙ compatible avec le crochet ·; ·. On a alors, pour tous
X;Y dans ˙,
δ? ◦ δ?X;Y  = δ? ◦ δ?X;Y  + X;δ? ◦ δ?Y :
De´monstration. Soient X;Y deux e´le´ments de ˙; e´crivons δ?X =P
i Xi ∧X ′i et δ?Y =
P
j Yj ∧ Y ′j et notons δ?2 pour δ? ◦ δ?. On a alors
δ?2X;Y  = δ?δ?X;Y  + X;δ?Y 
= δ?
hX
i
Xi ∧X ′i ; Y
i
+
h
X;
X
j
Yj ∧ Y ′j
i
=X
i
δ?Xi;Y  ∧X ′i −
X
i
Xi;Y  ∧ δ?X ′i
−X
i
δ?X ′i ; Y  ∧Xi +
X
i
X ′i ; Y  ∧ δ?Xi
+X
j
δ?X;Yj ∧ Y ′j −
X
j
X;Yj ∧ δ?Y ′j
−X
j
δ?X;Y ′j  ∧ Yj +
X
j
X;Y ′j  ∧ δ?Yj:
On voit alors, en de´veloppant et en simplifiant, que l’expression δ?2X;Y 
est e´gale a`
P
iδ?Xi ∧ X ′i ; Y  −
P
iXi ∧ δ?X ′i ; Y  +
P
jX;δ?Yj ∧ Y ′j  −P
jX;Yj ∧ δ?Y ′j , c’est a` dire,
δ?2X;Y  = δ?2X;Y  + X;δ?2Y :
Proposition 2.2. Soit ˙ l’alge`bre de Lie libre engendre´e par X1; : : :;Xn.
Pour tous u1; : : :; un dans ∧2˙, il existe une unique application δ?x ˙→ ∧2˙
ve´rifiant
∀1 ≤ i ≤ n; δ?Xi = ui;
que l’on peut e´tendre en une de´rivation de degre´ 1 sur ∧˙. Si, de plus, pour
tout 1 ≤ i ≤ n, on a δ? ◦ δ?Xi = 0, alors pour tout X dans ˙, δ? ◦ δ?X = 0.
Sous ces conditions, (˙; ·; ·; δ?) est une bige`bre de Lie.
De´monstration. Soit ` l’espace vectoriel ˙ ⊕ ∧˙. L’espace ` est alors
canoniquement muni d’une structure d’alge`bre de Lie: pour X;Y dans ˙,
u; v dans ∧˙, et U = X + u, V = Y + v, on pose
U;V  = X;Y  +X · v − Y · u = X;Y  + X; v + u;Y :
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Puisque ˙ est une alge`bre de Lie libre engendre´e par un nombre fini
d’e´le´ments, la proprie´te´ universelle fournit un unique morphisme d’alge`bre
de Lie ˘x ˙ → ` qui associe Xi + ui a` Xi pour tout 1 ≤ i ≤ n . Si
l’on appelle δ? la compose´e de ˘ et de la projection ˙ ⊕ ∧˙ → ∧˙,
on ve´rifie imme´diatement que pour tous X;Y dans ˙, δ?X;Y  =
X;δ?Y  + δ?X;Y : Ceci prouve la premie`re partie de la proposition.
Si l’on suppose de plus, que δ?2Xi = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n, alors on a
δ?2X = 0 pour tout X dans ˙. Ceci est imme´diat d’apre`s le lemme 2.1 en
faisant une re´currence sur le degre´ de X dans ˙.
Enfin, dans ces conditions, l’espace vectoriel ˙ est une alge`bre de Lie
munie d’un cocrochet δ? ve´rifiant δ?2 = 0 et la condition de compatibilite´
suivante: pour tous X;Y dans ˙, on a δ?X;Y  = X;δ?Y  + δ?X;Y .
Donc ˙ est une bige`bre de Lie.
On obtient alors une version semi-classique d’un re´sultat de Van Daele
dans le cas quantique (cf. [VD] et aussi [Ka]):
Proposition 2.3. Soient ˙ et ˙′ deux bige`bres de Lie munies des cocro-
chets δ? et δ′?. On suppose que l’alge`bre de Lie ˙ (respectivement ˙′) est
l’alge`bre de Lie libre engendre´e par X1; : : :;Xn (respectivement X
′
1; : : :;X
′
n).
On suppose que pour tout 1 ≤ i ≤ n, δ?Xi est dans ∧2 VectX1; : : :;Xn et
δ′?X ′i est dans ∧2 VectX ′1; : : :;X ′n. Alors, pour toute matrice aij1≤i; j≤n, il
existe un unique accouplement ·; · entre les bige`bres ˙ et ˙′ tel que pour tous
1 ≤ i; j ≤ n, on ait Xi;X ′j = aij .
De´monstration. Soit une matrice aij1≤i; j≤n quelconque. La restriction
de δ′? a` l’espace VectX ′1; : : :;X ′n en fait une coge`bre de Lie `′. Son dual
line´aire, que nous notons `′∗, est une alge`bre de Lie. Pour tout 1 ≤ l ≤ n,
de´finissons Y ′l dans `
′∗ par Y ′l X ′i = ali pour tout 1 ≤ i ≤ n. D’apre`s la
proprie´te´ universelle, il existe un unique morphisme d’alge`bre de Lie,
˘′x ˙→ `′∗; Xl 7→ Y ′l ∀1 ≤ l ≤ n:
Posons X;X ′ = ˘′XX ′ pour tous X dans ˙ et X ′ dans `′ et e´tendons
la forme ·; · sur ∧˙×∧`′ de manie`re canonique. Par de´finition du crochet
sur `′∗, on a pour tous X;Y dans ˙ et X ′ dans `′∗,
X;Y ;X ′ = ˘′X; ˘′Y X ′ = ˘′X ∧ ˘′Y ; δ′?X ′
= X ∧ Y; δ′?X ′: (1)
Le dual line´aire de ˙, que nous notons ˙∗ est une alge`bre de Lie.
De´finissons, pour 1 ≤ l ≤ n, l’e´le´ment Yl de ˙∗ par YlX = X;X ′l.
En utilisant a` nouveau la proprie´te´ universelle, on construit un unique
morphisme d’alge`bres de Lie,
˘x ˙′ → ˙∗; X ′l 7→ Yl ∀1 ≤ l ≤ n:
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Posons pour tous X dans ˙ et X ′ dans ˙′x X;X ′ = ˘X ′X et e´tendons
·; · a` ∧˙ × ∧˙′ de manie`re canonique. Par de´finition du crochet sur ˙∗,
on a pour tous X ′; Y ′ dans ˙′ et X dans ˙,
X; X ′; Y ′ = ˘X ′; ˘Y ′X = δ?X; ˘X ′ ∧ ˘Y ′
= δ?X;X ′ ∧ Y ′: (2)
La forme ·; · de´finit alors un accouplement entre les deux bige`bres de Lie
˙ et ˙′. En effet, d’une part, l’e´galite´ (2) nous assure que pour tous X dans
˙, X ′; Y ′ dans ˙′ on a X; X ′; Y ′ = δ?X;X ′ ∧ Y ′. De´montrons que
pour tous X;Y dans ˙ et X ′ dans ˙′ on a X;Y ;X ′ = X ∧ Y; δ′?X ′,
en faisant une re´currence sur le degre´ de X ′: on a de´ja` vu le re´sultat
pour degX ′ = 1 (c’est l’e´galite´ 1). Si on suppose le re´sultat vrai pour
degX ′ ≤ m, alors pour X ′ = X ′1;X ′2 dans ˙′ avec 1 ≤ degX ′1; degX ′2 ≤ m
et pour tous X;Y dans ˙, on a
X;Y ;X ′ = X;Y ; X ′1;X ′2 = δ?X;Y ;X ′1 ∧X ′2
= −δ ◦ δ?X ∧ Y  + δ ◦ δ?X ∧ Y − δ ◦ δ?Y ∧X;X ′1 ∧X ′2
= −δ?X ∧ Y ; δ′?X ′1 ∧X ′2
+ δ?X; δ′?X ′1 · Y;X ′2 − δ?X; δ′?X ′2 · Y;X ′1
− δ?Y; δ′?X ′1 · X;X ′2 + δ?Y; δ′?X ′2 · X;X ′2
= X ∧ Y;−δ′ ◦ δ′?X ′1 ∧X ′2
+ δ′ ◦ δ′?X ′1 ∧X ′2 − δ′ ◦ δ′?X ′2 ∧X ′1
= X ∧ Y; δ′?X ′1;X ′2;
ou` δ et δ′ sont les extensions des crochets sur ∧˙ et sur ∧˙′. C’est le re´sultat
cherche´ au rang m+ 1.
D’autre part, la proprie´te´ universelle d’une alge`bre de Lie libre en-
gendre´e par un nombre fini d’e´le´ments nous assure que la forme ·; · est
de´finie de manie`re unique.
Pour terminer cette partie, nous allons de´finir, par dualite´ avec la notion
d’ide´al, la notion de co¨ıde´al d’une coge`bre de Lie:
De´finition 2.4. Soit ˙ une coge`bre de Lie de cocrochet δ?. On dit que
É est un co¨ıde´al de ˙ si δ?X est dans ˙ ∧ É pour tout X dans ˙.
Proposition 2.5. Soient ˙; δ? et ˙′; δ′? deux bige`bres de Lie ac-
coupl´ees par la forme ·; · et engendre´es, comme alge`bres de Lie, par un
nombre fini d’´el´ements. On suppose qu’il existe des e´l´ements Ui1≤i≤n
et V ij 1≤i; j≤n dans ˙ tels que, pour tout 1 ≤ i ≤ n, δ?Ui est dans
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Vect Uj ∧ V ij 1≤j≤n. Si pour tout 1 ≤ i ≤ n, Ui est orthogonal aux ge´ne´rateurs
de ˙′, alors l’ide´al engendre´ par les e´l´ements Ui1≤i≤n est orthogonal a` ˙′ et
c’est un co¨ıde´al.
De´monstration. Soient ˙ et ˙′ deux bige`bres de Lie accouple´es. Soit
Ui1≤i≤n une famille d’e´le´ments de ˙ ve´rifiant les conditions de la proposi-
tion. Soit É l’ide´al engendre´ par les Ui1≤i≤n. Montrons par re´currence sur
degX ′, X ′ ∈ ˙′ que Ui est orthogonal a` X ′ pour tout 1 ≤ i ≤ n. L’hypothe`se
nous donne le re´sultat au rang 1. Supposons le re´sultat acquis pour
degX ′ ≤ m. Soit X ′ dans ˙′; X ′ = X ′1;X ′2 avec 1 ≤ degX ′1; degX ′2 ≤ m.
On a
∀1 ≤ i ≤ n; Ui; X ′1;X ′2 = δ?Ui;X ′1 ∧X ′2
=
X
j
uijUj ∧ V ij ;X ′1 ∧X ′2

= 0:
C’est le re´sultat cherche´ au rangm+ 1. Conside´rons maintenant un e´le´ment
X dans l’ide´al É qui ne soit pas dans VectUi1≤i≤n; on peut e´crire X =P
i xiXi;Ui et alors pour tout X ′ dans ˙′, on a
X;X ′ =
DX
i
xiXi;Ui;X ′
E
=X
i
xiXi ∧Ui; δ′?X ′ = 0:
On a ainsi de´montre´ que É est orthogonal a` ˙′. Soit de nouveau X dans
É, on peut e´crire X = Pi xiXi;Ui. Alors δ?X = Pi xiδ?Xi;Ui =P
i xiδ?Xi;Ui +
P
i xiXi;
P
j uijUj ∧ V ij  et donc l’e´le´ment δ?X est dans
É ∧ ˙. L’espace É est bien un co¨ıde´al.
Ces re´sultats vont nous permettre de reconstruire une alge`bre de Lie
simple par dualite´. Nous commencerons par e´tudier le cas ou` ˙ = ÓÌ2k.
3. EXEMPLE DE CONSTRUCTION: ÓÌ2k
Commençons par quelques rappels. L’alge`bre de Lie ÓÌ2k est l’espace
vectoriel engendre´ par les e´le´ments α∨, E, F et le crochet de Lie est donne´
par
α∨; E = 2E; α∨; F = −2F; E;F = α∨:
Conside´rons les sous-alge`bres ´+ = kH+ ⊕ kE et ´− = kH− ⊕ kE, ou`
H+ = H− = α∨. Nous allons construire un accouplement entre les alge`bres
´+ et ´−. Pour cela, utilisons la forme biline´aire ·; · = K:; :/4, ou` K est
la forme de Killing. La forme ·; · est ad-invariante, non de´ge´ne´re´e, nulle
sur ´+ ⊗ ´+ et ´− ⊗ ´−, et elle ve´rifie
H+;H− = 2; H+; F = 0; E;H− = 0; E;F = 1:
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Par dualite´, on de´finit sur ´+ et sur ´− une structure de coge`bre de Lie en
les munissant des cocrochets δ?+ et δ
?
− tels que
δ?+H
+ = 0; δ?+E = −H+ ∧ E;
δ?−H
− = 0; δ?−F = H− ∧ F:
On ve´rifie ensuite que ´+ et ´− sont en fait des bige`bres de Lie, ce qui
permet de munir ` = ´+ ⊕ ´− = ÓÌ2k ⊕ kH d’une structure d’alge`bre de
Lie faisant de (`; ´+; ´−) un double de Manin. La projection `→ ÓÌ2k a
pour noyau kH+ −H−, qui est le centre de ` si bien que ˙ = ÓÌ2k est
l’alge`bre de´rive´e de `. Ces constatations vont nous permettre de retrouver
ÓÌ2k de manie`re implicite.
Soit `+ (respectivement `−) l’alge`bre de Lie libre engendre´e par H+ et
E (respectivement par H− et F). D’apre`s la proposition 2.2, on peut munir
les alge`bres `+ et `− d’une structure de bige`bre de Lie en de´finissant les
cocrochets δ?−x `− → ∧2`− et δ?+x `+ → ∧2`+ sur les ge´ne´rateurs par
δ?−H
− = 0; δ?−F = H− ∧ F;
δ?+H
+ = 0; δ?+E = −H+ ∧ E:
On ve´rifie que l’on a bien δ?−
2H− = 0, δ?−2F = 0, δ?+2H+ = 0, et δ?+2E = 0.
En utilisant la proposition 2.3, on peut alors construire un accouplement
entre les alge`bres `+ et `− au moyen de la forme ·; · de´finie sur les
ge´ne´rateurs de `+ et `− par
H+;H− = 2; H+; F = 0; E;H− = 0; E;F = 12 :
Nous voulons maintenant e´tudier l’orthogonal de `+ (respectivement
de `−).
Proposition 3.1. L’ide´al engendre´ par H+; E − 2E (respectivement par
H−; F + 2F) est orthogonal a` `− (respectivement a` `+) et c’est un co¨ıde´al.
De´monstration. Pour prouver le re´sultat pour H+; E − 2E, il suffit de
montrer que H+; E − 2E ve´rifie bien les hypothe`ses de la proposition 2.5.
On a d’abord
H+; E − 2E;H− = H+; E;H− − 2E;H−
= H+ ∧ E; δ?−H− = 0;
H+; E − 2E;F = H+; E; F − 2E;F
= H+ ∧ E; δ?−F − 1
= H+ ∧ E;H− ∧ F − 1 = 1− 1 = 0:
74 gilles halbout
Enfin on a
δ?+H+; E − 2E = H+; δ?+E + δ?+H+; E − 2δ?+E
= H+;−H+ ∧ E + 2H+ ∧ E
= H+; E ∧H+ − 2E ∧H+
= H+; E − 2E ∧H+:
L’e´le´ment H+; E − 2E ve´rifie donc bien les hypothe`ses de la proposi-
tion 2.5. On proce`de de meˆme pour H−; F + 2F .
La proposition 2.5 nous permet de faire le quotient de `+ (respective-
ment `−) par l’ide´al engendre´ par H+; E − 2E (respectivement H−; F +
2F). La forme ·; · passe au quotient et l’on obtient encore des bige`bres
accouple´es ´+ et ´−. Le the´ore`me 1.5 nous assure que l’on peut construire
une structure d’alge`bre de Lie sur ´ = ´+ ⊕ ´− telle que ·; · soit ad-
invariante. Les relations de commutation entre ´+ et ´− (´+ = kH+ ⊕ kE
et ´− = kH− ⊕ kF) sont alors donne´es par
E;F = H
+ +H−
2
; H+;H− = 0;
E;H− = −2E; et H+; F = −2F:
On retrouve alors ÓÌ2k en quotientant ´ par son centre: kH+ −H−:
Nous allons maintenant ge´ne´raliser cette technique de construction au cas
ge´ne´ral ou` ˙ est une alge`bre de Kac–Moody syme´trisable quelconque.
4. LE CAS GE´NE´RAL
Nous voulons construire l’alge`bre de Kac–Moody associe´e a` une ma-
trice de Cartan inde´composable et syme´trisable. Pour cela, nous allons
copier la construction faite dans le cas ˙ = ÓÌ2k. Soit A = aij1≤i; j≤n
une matrice de Cartan inde´composable et syme´trisable. Dans toute la suite
de cette partie, ¨;5 = α1; : : :; αn, 5∨ = α∨1 ; : : :; α∨n de´signe une
re´alisation A. Rappelons que ¨ est muni d’une forme biline´aire syme´trique
et non de´ge´ne´re´e ·; · telle que hi; · = 2/αi; αiαi·. Nous noterons
hi = α∨i . On peut e´crire A au moyen de la forme biline´aire duale ·; ·
de´finie sur ¨∗ par
A = (αjhi1≤i; j≤n = 2 αi; αjαi; αi

1≤i; j≤n
:
De´finissons `+ (respectivement `−) comme e´tant l’alge`bre de Lie libre
engendre´e par les e´le´ments ei1≤i≤n et h+ ∈ ¨ (respectivement les fi1≤i≤n
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et h− ∈ ¨). Nous utiliserons toujours la notation h+ lorsque l’e´le´ment h de
¨ est vu dans `+ et h− quand il est dans `−. Graˆce a` la proposition 2.2, on
peut munir `+ et `− d’une structure de bige`bre de Lie en de´finissant les
cocrochets δ?+ et δ
?
− sur les e´le´ments ge´ne´rateurs par
δ?+ei = −αi; αih+i ∧ ei et δ?+h+ = 0;
δ?−fi = αi; αih−i ∧ fi et δ?−h− = 0
pour tous 1 ≤ i ≤ n; h dans ¨. On ve´rifie que l’on a bien
δ?+
2ei = 0; δ?−2fi = 0; δ?+2h+ = 0; et δ?−2h− = 0:
Graˆce a` la proposition 2.3, on peut construire un accouplement entre les
bige`bres `− et `+ en de´finissant ·; · sur les ge´ne´rateurs de `− et `+ par
ei; fj =
δi j
2αi; αi
; h+; h′− = 1
2
h; h′;
h+; fi = 0; ei; h− = 0:
pour tous 1 ≤ i; j ≤ n, h; h′ dans ¨. Remarquons que, pour tous 1 ≤ i; j ≤
n, on a
h+i ; h−j  =
2αi; αj
αi; αiαj; αj
:
Etudions les espaces orthogonaux a` `+ et a` `−. En faisant le meˆme travail
que dans la partie pre´ce´dente, on obtient
Proposition 4.1. L’ide´al engendre´ par les e´l´ements h+; h′+, h; h′ ∈ ¨
(respectivement par les h−; h′−, h; h′ ∈ ¨) est orthogonal a` `− (respective-
ment `+) et c’est un co¨ıde´al.
De´monstration. Pour prouver le premier re´sultat, il suffit de montrer
que les e´le´ments h+; h′+, h; h′ ∈ ¨, ve´rifient les hypothe`ses de la propo-
sition 2.5. D’une part, pour tous h; h′; h′′ dans ¨ et 1 ≤ i ≤ n, on a
h+; h′+; h′′− = h+ ∧ h′+; δ?−h′′− = 0
et
h+; h′+; fi = h+ ∧ h′+; δ?−fi
= h+ ∧ h′+; αi; αih−i ∧ fi = 0:
D’autre part, l’expression δ?+h+; h′+ est nulle pour tous h; h′ dans ¨, donc
les e´le´ments h+; h′+, h; h′ ∈ ¨, ve´rifient bien les hypothe`ses de la propo-
sition. Le re´sultat pour h−; h′− se de´montre de la meˆme manie`re.
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Proposition 4.2. L’ide´al engendre´ par les e´l´ements h+; ei − αihei
et h+; h′+, 1 ≤ i ≤ n; h; h′ ∈ ¨, (respectivement h−; fi + αihfi et
h−; h′−, 1 ≤ i ≤ n; h; h′ ∈ ¨) est orthogonal a` `− (respectivement a` `+)
et c’est un co¨ıde´al.
De´monstration. Nous allons commencer par prouver le re´sultat pour les
e´le´ments suivants: h+; ei − αihei, 1 ≤ i ≤ n; h ∈ ¨. Pour cela, il suffit
de montrer que ces e´le´ments ve´rifient bien les hypothe`ses a` la proposition
2.5. D’une part, pour tous 1 ≤ i; j ≤ n, et h; h′ dans ¨, on a
h+; ei − αihei; h′− = h+ ∧ ei; δ?−h′− − αihei; h′−
= 0
et
h+; ei − αihei; fj = h+ ∧ ei; δ?−fj − αihei; fj
= h+ ∧ ei; αj; αjh−j ∧ fj − αih
δi; j
2αi; αi
= 1
2
αj; αjh; hj
δi; j
2αi; αi
− αih
δi; j
2αi; αi
= δi; j
2αi; αi

1
2
αi; αih; hi − αih

= 0:
D’autre part, pour tous 1≤ i≤n et h dans ¨,
δ?+h+; ei−αihei= h+; δ?+ei−αih−αi; αih+i ∧ ei
= h+;−αi; αih+i ∧ ei+αihαi; αih+i ∧ ei
=αi; αih+; ei−αihei ∧h+i −h+; h+i  ∧ ei:
Les e´le´ments h+; ei−αihei ve´rifient bien les hypothe`ses du lemme. Le
re´sultat se de´montre de meˆme pour les e´le´ments h−; fi+αihfi.
Nous pouvons, graˆce aux re´sultats de la proposition pre´ce´dente, faire le
quotient de `+ (respectivement `−) par l’ide´al engendre´ par les e´le´ments
h+; ei − αihei et h+; h′+, 1 ≤ i ≤ n; h; h′ ∈ ¨, (respectivement
h−; fi + αihfi et h−; h′−, 1 ≤ i ≤ n; h; h′ ∈ ¨). Appelons ´+ et
´− les bige`bres obtenues apre`s passage au quotient. On obtient encore un
accouplement entre les bige`bres ´+ et ´− en faisant passer δ?+, δ
?
− et ·; ·
au quotient. Nous avons:
Proposition 4.3. Soient eij1≤i 6=j≤n et fij1≤i 6=j≤n les e´l´ements de ´+ et
´− respectivement de´finis par
eij = ad ei1−αjhiej et fij = ad fi1−αjhifj:
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L’ide´al engendre´ par les eij1≤i 6=j≤n (et respectivement par les fij1≤i 6=j≤n) est
orthogonal a` ´− (respectivement ´+) et c’est un co¨ıde´al.
De´monstration. Pour prouver le re´sultat pour les e´le´ments eij1≤i 6=j≤n,
montrons que les e´le´ments eij1≤i 6=j≤n ve´rifient les hypothe`ses de la propo-
sition 2.5. D’une part, pour tous 1 ≤ i 6= j; l ≤ n, et h dans ¨, on a
eij; h− = ei ∧ ad ei−αjhiej; δ?−h− = 0
et
eij; fl = ei ∧ ad ei−αjhiej; δ?−fl
= ei ∧ ad ei−αjhiej; αl; αlh−l ∧ fl
= − δi; l
2αl; αl
αl; αlad ei−αjhiej; h−l :
Donc eij; fl = 0 pour tous 1 ≤ i 6= j; l ≤ n. En effet, c’est e´vident si
αjhi = 0, et si αjhi < 0, on a
ad ei−αjhiej; h−l  = ei; ad ei−αjhi−1ej; h−l 
= ei ∧ ad ei−αjhi−1ej; δ?−h−l  = 0:
D’autre part, nous avons le re´sultat suivant:
Lemme 4.4. Avec les notations de la proposition pre´ce´dente, on a
∀1 ≤ i 6= j ≤ n; δ?+eij = eij ∧ 1− αjhih+i + αj; αjh+j :
De´monstration. Montrons par re´currence sur l que si el; ij = ad ei1+lej ,
on a
δ?+el; ij = el; ij ∧ αi; αi1+ lh+i + αj; αjh+j 
+ 4ei ∧ el−1; ijαi; αil1+ l/2 + αj; αil + 1:
On a
δ?+e0; ij = δ?+ei; ej = δ?+ei; ej + ei; δ?+ej
= −αi; αih+i ∧ ei; ej − αj; αjei; h+j ∧ ej
= −αi; αiαjhiej ∧ ei + αi; αiei; ej ∧ h+i
+ αj; αjαihjei ∧ ej + αj; αjei; ej ∧ h+j
= 4αi; αjei ∧ ej + ei; ej ∧ αi; αiih+ + αj; αjh+j :
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C’est la relation au rang 0. Supposons le re´sultat e´tabli au rang l − 1 avec
l ≥ 1; alors:
δ?+el; ij = δ?+ei; el−1; ij = δ?+ei; el−1; ij + ei; δ?+el−1; ij
= −αi; αih+i ∧ ei; el−1; ij
+ ei; el−1; ij ∧ αi; αil:h+i + αj; αjh+j 
+ ei; 4ei ∧ el−2; ijαi; αill − 1/2 + αj; αil
= −αi; αiαjhi + 2lel−1; ij ∧ ei + αi; αiel; ij ∧ h+i
+ el; ij ∧ αi; αil:h+i + αj; αjh+j 
+ αi; αi2l + αj; αjαihjei ∧ el−1; ij
− 4el−1; ijαi; αill − 1/2 + αj; αil ∧ ei
= 4ei ∧ el−1; ijαi; αill + 1/2 + αj; αil + 1
+ el; ij ∧ 1+ lαi; αih+i + αj; αjh+j :
C’est le re´sultat au rang l.
L’expression αi; αi−αjhi1 − αjhi/2 + αj; αi1 − αjhi est
nulle car αjhi = 2αj; αi/αi; αi: Donc pour tous 1 ≤ i; j ≤ n tels que
i 6= j,
δ?+eij = eij ∧ αi; αi1− αjhih+i + αj; αjh+j :
Le lemme prouve que les e´le´ments eij1≤i 6=j≤n ve´rifient bien les hy-
pothe`ses de la proposition 2.5. Le re´sultat se de´montre ensuite de la meˆme
façon pour les fij1≤i 6=j≤n.
Nous cherchons le noyau de la forme biline´aire ·; · afin de construire
l’alge`bre de Kac–Moody associe´e a` la matrice A comme un quotient de
´+ ⊕ ´− par ce noyau. Nous venons de voir que ce noyau contient les
e´le´ments eij1≤i 6=j≤n et fij1≤i 6=j≤n. Nous allons maintenant prouver que
l’ide´al engendre´ par ces e´le´ments est le noyau tout entier.
Faisons le quotient de ´+ (respectivement ´−) par l’ide´al engendre´ par
les eij1≤i 6=j≤n (respectivement les fij1≤i 6=j≤n). On obtient encore un ac-
couplement entre les bige`bres de Lie quotients ˆ+ et ˆ− en faisant passer δ?+,
δ?− et ·; · au quotient. D’apre`s le the´ore`me 1.5, on peut munir ˆ = ˆ+ ⊕ ˆ−
d’une structure d’alge`bre de Lie.
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Proposition 4.5. Sur l’alge`bre de Lie ˆ, pour tous 1 ≤ i; j ≤ n et h; h′
dans ¨, on a
h+; h′− = 0; ei; fj = δi; jh+i + h−i /2;
h+; fi = −αjhfi; h−; ei = αjhei:
De´monstration. Soient 1 ≤ i; j ≤ n et h et h′ dans ¨; puisque les expres-
sions δ?+h
+ et δ?−h
′− sont nulles, nous avons h+; h′− = 0:
Rappelons ensuite que δ?+ei = −αi; αih+i ∧ ei et δ?−fj = αj; αjh−j ∧ fj .
On a donc
ei; fj = −αi; αih+i ; ejei + αi; αiei; fjh+i
− αj; αjei; h−j fj + αj; αjei; fjh−j
= δi;jh− i+ + h−i /2:
De plus
h+; fi = −αi; αih−i ; h+fi + αi; αifi; h+h−i
= −αi; αi
1
αi; αi
αihfi = −αihfi:
On de´montre enfin que l’on a de meˆme h−; ei = αihei:
On va maintenant re´ordonner les e´le´ments ei1≤i≤n, fi1≤i≤n, h+h∈¨,
h−h∈¨ qui engendrent l’alge`bre ˆ. On peut alors e´crire
ˆ = ˆ+ ⊕ ˆ− = ˆ1+ ⊕ ˆ0+ ⊕ ˆ1− ⊕ ˆ0−;
ou` ˆ1+ (respectivement ˆ
1
−, ˆ
0
+, ˆ
0
−) est la sous-alge`bre de ˆ+ (respectivement
ˆ−, ˆ+, ˆ−) engendre´e par les ei1≤i≤n (respectivement fi1≤i≤n, h+h∈¨,
h−h∈¨).
On remarque que pour tout h dans ¨, l’e´le´ment h+ − h− est dans le cen-
tre de ˆ et que l’on peut e´crire ˆ = ˆ1+ ⊕ ˆ1− ⊕ ˆ01 ⊕ ˆ02 ou` ˆ01 (respectivement
ˆ02) est la sous-alge`bre de ˆ engendre´e par les h+ + h−h∈¨ (respective-
ment h+ − h−h∈¨). On passe alors au quotient par l’ide´al engendre´ par
les h+ − h−1≤i≤n pour obtenir
˙ = ˙+ ⊕ ˙− ⊕ ˙0;
ou` ˙ (respectivement ˙+; ˙−; ˙0) est l’image de ˆ (respectivement de
ˆ1+; ˆ
1
−; ˆ
0
1). En faisant passer au quotient la forme ·; ·, on munit ˙ d’une
forme ad-invariante. On note δ? le nouveau cocrochet obtenu sur l’alge`bre
˙. Posons h˜ = h+ + h−/2 pour h dans ¨, et notons toujours ei et fi les
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images de ei et fi dans ˙. On a alors dans ˙, pour tous 1 ≤ i; j ≤ n et h; h′
dans ¨;
h˜; h˜′ = 0; ei; fj = δi;jh˜i;
h˜; ei = αihei; h˜; fi = −αihfi;
ad ei1−αjhiej = 0; ad fi1−αjhifj = 0;
δ?ei = −2αiαih˜i ∧ ei; δ?fi = 2αiαih˜i ∧ fi; et δ?h˜ = 0;
et ·; · est de´fini par:
ei; ej = 0; h˜; h˜′ =
1
4
h; h′;
ei; fj =
δi;j
2αi; αj
; fi; fj = 0;
h˜; ei = 0; h˜; fi = 0:
L’alge`bre de Lie ˙ contient une sous-alge`bre commutative ˙0 engendre´e
par les e´le´ments h˜ avec h dans ¨. Elle est engendre´e, comme alge`bre de
Lie, par les e´le´ments de ˙0 et les ei; fi, 1 ≤ i ≤ n, qui ve´rifient les relations
donne´es plus haut. D’apre`s la proposition 0.5, l’alge`bre de Lie ˙ est un
quotient de l’alge`bre de Kac–Moody ˙A associe´e a` A. Puisque la sous-
alge`bre commutative ˙0 est contenue dans ˙, l’alge`bre ˙ est le quotient de
˙A par un ide´al rencontrant ¨ trivialement qui ne peut donc eˆtre que
l’ide´al nul. On obtient ainsi le re´sultat souhaite´:
The´ore`me 4.6. Pour toute matrice de Cartan inde´composable et syme´tri-
sable A, l’alge`bre de Lie ˙ construite par dualite´ est l’alge`bre de Kac–Moody
˙A associe´e a` A.
On peut remarquer que l’application biline´aire ·; ·, construite
pre´ce´demment, est proportionnelle a` la forme de Killing sur ˙. Cette
construction est faite uniquement en de´finissant convenablement un accou-
plement entre deux alge`bres de Lie. On quotiente ensuite successivement
chacune d’elles par un co¨ıde´al, orthogonal a` l’autre. Les relations de com-
mutation (notamment celles entre les e´le´ments ei et fi) apparaissent in
fine, et non plus a priori comme dans la construction par ge´ne´rateurs et
relations.
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